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WSHIEIE  Volani rekurzivni funkce

Motivace 1: Volani rekurzivni funkce

@ Razeni dat QuickSortem.
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Rekurzivné definova(tel)nd mnozina dat

Motivace 2: Rekurzivné definova(tel)nd mnozina dat

@ Mnozina vSech permutaci dané posloupnosti.
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Z3klady teorie grafii Grafy

Orientované a neorientované grafy

Definice
e Orientovany graf o n uzlech je dvojice G = (V(G), E(Q)), kde
V(G) je mnozina uzla, n = |V(G)|, a
E(GQ) = {{u,v);u,v € V(G)} C V(G) x V(G) mnozina
= orientovanych hran, ¢ili uspofadanych dvojic uzlii (graficky Sipek).
Orientovand hrana (u,u) se nazyvd smycka.

o (Neorientovany obycejny) graf o n uzlech je
dvojice G = (V(G), E(G)), kde V(G) je mnozina uzlu a
E(GQ) = {{u,v};u,v € V(G),u # v}
= mnozina neorientovanych hran, ¢ili neusporadanych dvojic uzli.
Smycky nejsou povoleny.

Poznamka: Nuance v rozdilech pojm0 pro orientované a neorientované
grafy budeme pro stru¢nost pomijet.

[]
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Volné stromy
(Volné) stromy

Definice

@ Volny strom je kazdy souvisly acyklicky a neorientovany graf.
o Les je kaZdy acyklicky a neorientovany graf.

Poznamka: Vétsina algoritmt nad stromy funguje i nad lesy.
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ST VARSI Volné stromy

Vlastnosti volnych stromi

Véta
Necht G = (V(G), E(G)) je neorientovany graf. Pak ndsledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni.

@ G je volny strom.

@ Jakékoli 2 uzly v G jsou spojeny jedinecnou jednoduchou cestou.

© G je souvisly, ale pokud vyjmeme jakoukoli hranu z E(QG), vysledny
graf bude nesouvisly.

Q G jesouvisly a |[E(G)| = |V(G)| — 1.

@ G je acyklicky a |[E(G)| = |V(G)] — 1.

O G je acyklicky, ale pokud priddme jakoukoli hranu do E(G), vysledny
graf bude obsahovat aspori jeden cyklus.
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Stromy v teorii graft Kofenové stromy

Korenové stromy

Definice

o Korenovy strom je volny strom, ve kterém jeden z uzli je odlisen od
ostatnich jako kofen, r.

o Uzly u ve vzdalenosti d od korenu r tvori hladinu uzli v hloubce
h(u) = d. Kofen md hloubku h(r) = 0.

o Necht uzel u lezi na (jedine¢né) cesté z korene r do uzlu v. Pak u je
predchiidce v a v je naslednik wu.

o Nejblizsi predchidce uzlu je jeho rodi€ a nejblizsi naslednik je jeho

potomek.
= KaZdy uzel kromé korenu ma jedinecného rodice.

Uzly se stejnym rodi¢em jsou sourozenci.

Uzel, ktery nemd potomky, se nazyva list. Ostatni uzly jsou vnit¥ni.

k-arni strom: kaZdy vnirni uzel ma stupen nejvyse k.

v
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ST WAR NSV KoFenové stromy

Korenové stromy

Poznamka: Korenovy strom je rekurzivné definovatelny.
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SUCTVAETNC EVCIS RTINS Usporadané stromy

Usporadané stromy

@ k-arni stromy jsou z implementacnich ddvod( obvykle usporadané.

Definice
Usporadany strom.
e Potomci kazdého vnitiniho uzlu jsou o€islovany (zleva doprava) Cisly
{1,...,#pocet potomkii}.

@ Dva korenové stromy se stejnymi uzly v jiném poradi jsou riizné
usporadané stromy.

obrazek
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Stromy jako datové struktury Poziéni stromy

Pozi¢ni stromy

@ k-arni stromy jsou z implementacnich divod( jesté Castéji pozi¢ni.

Definice
Pozi¢ni strom.

@ Potomci kazdého vnitrniho uzlu jsou oznaceny raznymi Cisly.

@ Pokud Zadny potomek neni oznacen cislem i, pak i-ty potomek chybi
a pfislusny podstrom je prazdny (NIL).

@ Dva korenové stromy se stejnymi podstromy ale jinym oznacenim
pozic jsou rtizné pozicni stromy.

@ k-arni strom je pozicni strom, kde kazdy uzel ma potomky oznaceny
cisly < k.

obrazek
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Stromy jako datové struktury Binarni stromy

Binarni stromy

Definice J

k-arni strom pro k = 2 se nazyva binarni.

Alternativni rekurzivni definice bindrniho stromu.

Definice
e Binarni strom (BS) T je datova struktura definovand nad
konecnou mnoZinou uzlt, kterd bud

neobsahuje zadné uzly nebo
obsahuje 3 disjunktni mnoziny uzli: kofen, BS zvany levy podstrom a

BS zvany pravy podstrom.
e Pokud neni levy podstrom prazdny (NIL), jeho koren je levym
potomkem korenu. Podobné pro pravy podstrom.

DSA, ZS 2008/9, Prednaska 6 11 /27
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Stromy jako datové struktury Binarni stromy

e
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PIné, vyskové vyvazené a (plné stromy k-arni stromy
Plné, vyskové vyvazené a Gplné k-arni stromy

Definice
(a) Plny k-arni strom: Kazdy vnitni uzel md stuperi pravé k.
(b) Vyskové vyvazeny strom: Hloubka libovolnych dvou listi
se lisi nejvyse o 1.
(c) Uplny k-arni strom: Vyskové vyvdzeny plny k-arni strom,
plnény zleva doprava, kde nejvyse 1 vnitini uzel ma stupen
mensi nez k. )

AU AN K Ak
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e (R i st
Vlastnosti tplnych k-arnich stromi

Véta
Necht'T' je uplny k-arni strom o n uzlech. Pak
o Hloubka h(T) = [log; n].
e Pocet uzli v hloubce i < h(T) je k'.
@ Pron = % mayji vsechny listy hloubku h(T) a vSechny vnitini
uzly stuperi k. Po&et listii je pak k"1 a pocet vnittnich uzld je
2 R(T)-1 _ kM) —1
L+k+ k>4 + kMO = B

prof. Pavel Tvrdik (CVUT) Stromy, haldy, prioritni fronty DSA, ZS 2008/9, Prednaska 6 14 /27



Vlastnosti binarnich a Gplnych bindrnich strom
Vlastnosti Gplnych binarnich stromd (UBS)

Véta
Necht T je UBS o n uzlech. Pak
(a) Hloubka h(T') = [logn].
(b) Podet uzli v hloubce i < h(T) je 2¢.
(c) Pocet vnitrnich uzli je |n/2| a pocet listi je [n/2].
(d) Pron = 2D+ _ 1 maji vechny listy hloubku h(T).

Véta
Necht''T' je libovolny binarni strom o n uzlech. Pak
() n—12> h(T) > logn.

(f) Pocet uzli stupné 2 je pocet listi minus jedna. (Snadno
indukci.)
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Vlastnosti binarnich a Gplnych bindrnich strom
Priklady aplnych binarnich stromi (UBS)

T
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DR i

. s o B
Implementace binarnich stromi Sigiig

Implementace bindrniho stromu pomoci spojovych struktur

struct node
int key;
node *parent;
node *left;
node *right
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Implementace binarnich stromi Implementace UBS pomoci pole

Implementace UBS pomoci pole

Véta
Necht' T je UBS o n uzlech. Predpoklddejme, Ze uzly T jsou Cislovany
zleva doprava shora dolii, kofen ma ¢&islo 1. Pak Ize UBS reprezentovat
pomoci jednorozmérného pole A[l, ..., n] tak, Ze uzel stromu i je
reprezentovdn prvkem pole Ali]. Indexy rodice, levého potomka a pravého
potomka uzlu i v poli A Ize spocitat pomoci nasledujicich funkci:

e PARENT(i) = |i/2].

o LEFT(i) = 2i.

e RIGHT(i) = 2i + 1.

Poznamka: Implementace téchto funkci je 1 strojova instrukce.
obrazek
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Binarni halda Definice

Binarni halda (heap)

Definice

Uvazujme pole A[l, ..., Length(A)| implementujici UBS pomoci funkci
PARENT, LEFT, RIGHT. Pak binarni halda o velikosti
Heap_Size(A) < Length(A) je dynamicka mnoZina uloZend v
A[l,...,Heap_Size(A)], kterd splriuje H-vlastnost:

@ Pro kazdy prvek s indexem 1 < i < Heap_Size(A) plati

A[PARENT(i)] > Ali] (1)

Dasledek
o Nejvétsi hodnota je v koreni A[l].
o Hloubka haldy o Heap_Size(A) prvcich je ©(log(heap_size(A))).

Poznamka: Takto definovana halda nema nic spolecného s haldou ve
smyslu dynamické paméti.
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Binarni halda Udrzovani H-vlastnosti

Algoritmus udrzovani H-vlastnosti

Algoritmus

Vstup: Pole A a index i takovy, Ze bindrni podstromy s korfeny v
A[LEFT(7)] a A[RIGHT(i)] jsou bindrni haldy (splriuji H-vlastnost), ale
pfitom Ali] < A[LEFT(i)] nebo Ali] < A[RIGHT(7)].
procedure HEAPIFY(A, 1)
{
| « LEFT(3),
r < RIGHT(7),
if (i < Heap_Size(A) & A[l] > Ali])
then Largest < [ else Largest < i;
if (r < Heap_Size(A) & A[r] > A[Largest))
then Largest < r;
if (Largest # 1)
then {A[i| < A[Largest]; HEAPIFY(A, Largest)}
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Binarni halda Udrzovani H-vlastnosti

SloZitost algoritmu udrzovani H-vlastnosti

obrazek
Véta
Casovd sloZitost operace HEAPIFY na podstromu o n uzlech (s korenem i)
Je
tap(n) < tgp(2n/3) + ©(1) (2)

(coz znamend typ(n) = ©(logn), viz pfednaska za 2 tydny).

v

Dukaz. Po provedeni ©(1) operaci, procedura HEAPIFY se vold rekurzivné
pro levy nebo pravy podstrom a ten ma v nejhorSim pripadé velikost 2?"
(pfipad, kdy posledni hladina stromu je zaplnéna presné z jedné poloviny).

prof. Pavel Tvrdik (CVUT) Stromy, haldy, prioritni fronty DSA, ZS 2008/9, Prednaska 6 21 /27



Algoritmus konstrukce haldy
Konstrukce haldy

Vstup: libovolné pole A[l,..., Length(A)].
procedure BUILD_HEAP(A)
{
Heap_Size(A) « Length(A);
for (i = |length(A)/2] downto 1)
do HEAPIFY(A,1)

Poznamky:
e Prvky v A[|n/2] 4+ 1,...,n] = listy = 1-prvkové haldicky.
@ Procedura BUILD_HEAP mapuje postupné na zbyvajici prvky pole
operaci HEAPIFY tak, aby postupné smérem nahoru platila
H-vlastnost.
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CINETGINGEIERS  Algoritmus konstrukce haldy

SloZitost algoritmu konstrukce haldy
Véta

Casovd sloZitost tpy(n) = O(n).

Dukaz. Protoze se n/2 krat vold HEAPIFY, které trvd O(logn), je
tgu(n) = O(nlogn). Protoze halda je UBS, plati, Ze ve vySce h je nejvyse
| 7% | uzld. HEAPIFY haldy o vy3ce h trva O(h). Tedy

[logn| n [log n] i
ter(n) = Y [W] O =0 |n > 5| =0en)=0m)
h=0 h=0
protoze pro libovolné k > 1 plati
k k k k
h 1 1 1
2212227+Z27+"'+Z27:
h=0 h=1 h=2 h=k
1 11 11 1 k
(o) e (o) o (e ) = (2a) 2
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HeapSort

procedure HEAPSORT(A)

{

BuiLp_HEAP(A);
for (i < length(A) downto 2)
do { A[1] « A[i];
Heap_Size(A) « Heap_Size(A) — 1,

HEAPIFY(A, 1)
}
}
Véta
Casovd sloZitost tgs(n) = O(nlogn). J

Ditkaz. trs(n) = teu(n) + i, (tup(i) + ©(1)) =
O(n) + 0315, ! logi) = O(nlogn).
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Prioritni fronta

Prioritni fronta

Definice

Prioritni fronta je dynamickda mnoZina umoZujici efektivni realizaci
operaci vkladani libovolnych novych prvki a jejich vybirani v poradi jejich
velikosti pomoci ndsledujicich operaci:

o GET_-MAX(S),

e ExTrRACT_MAX(S),

o INSERT(S, k).

@ Jedna z nejuzitecnéjsich aplikaci haldy. Napr.
» rozvrhovani Gloh podle relativnich priorit v multitaskingovém systému:
* pri dokondeni bézici Glohy se vybere nova s nejvyssi prioritou,
* nové Ulohy jsou priibézné zarazovany.
» uddlostmi fizend simulace:

* prvky haldy jsou udalosti s ¢asovou znackou, které se maji simulovat,
* simulace se musi provadét v poradi casovych znacek,

* nové udalosti se zarazuji podle casovych znacek,

* misto operace Max potfebujeme Min.
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Prioritni fronta

Operace nad prioritni frontou

function GET_MAX(A)

{
}

function EXTRACT_MAX(A)

{

return A[1]

if (Heap_Size(A) < 1)

then error(HeapUnderflow);
max — A[l];
A[l] « A[Heap_SizelA]l;
Heap_Size(A) « Heap_Size(A) — 1,
HEAPIFY(A,1);
return max}
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Prioritni fronta

Operace nad prioritni frontou

procedure INSERT(A, k)
{
Heap_Size(A) «— Heap_Size(A) + 1;
i < Heap_Size(A);
while (i > 1 & A[PARENT(7)] < k)
do {
Ali] < A[PARENT(7)];
i < PARENT(7);

}
Ali] « k
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